Revista Ciencia y Tecnologia IN.° 16, 2024: 56 - 69

Transformada de Laplace de potencias de la funcion sinc

Laplace transform of powers of the sinc function
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Resumen

En este trabajo se hallan expresiones generales para
la transformada de Laplace de potencias de la funcion
sinc. Los resultados obtenidos se expresan en
términos de funciones usuales tales como logaritmos,
arcotangente y funciones racionales. De esta manera
estas expresiones pueden ser incluidas en la literatura
general para el calculo de transformadas de Laplace.
La implementacion de los resultados del articulo
resultan bastante eficientes en el tiempo de computo
comparandolos a los establecidos por el software
MATHEMATICA.
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Abstract

In this work general expressions for the Laplace
transform of powers of the function sinc are
found. The obtained results are expressed in
terms of usual functions such as logarithms,
arctangent, and rational functions. In this way
these expressions can be included in the general
literature for the calculation of Laplace transform.
The implementation of the results of the article are
quite efficient in computational time compared to
those established by the MATHEMATICA software.

Keywords: Laplace transform, sampling function,
power of the sinc function.

1. Introduccion

Sea f(t) una funcion definida para t = 0y de orden exponencial. Definimos su transformada de Laplace como
una funcion s en dada por la transformada integral

LF(D)(s) = f fOe st dt, R(s) > oo,
0

para cierto g real.

En el presente articulo se denotara L(f (t)) evaluada en s o F(s) como la transformada de Laplace de una funcion
f(t) cualquiera. De manera general nos interesaremos en el caso s € R.
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Transformada de Laplace de potencias de la funcion sinc

La transformada de Laplace tiene muchas aplicaciones en ciencia e ingenieria, principalmente al tratar de resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales lineales, transformando estas en ecuaciones algebraicas que resultan
mas accesibles en cuanto a su manipulacion y analisis.

La funcioén sinc(t) muy conocida se define por:

1, sit =0;

1 t) = sin (t
sinc@ =)0 40

Esta funcién es muy usada en procesamiento digital de sefiales o en teoria de la informacion.

En el presente trabajo, en el Teorema 1, se obtiene resultados explicitos para la transformada de Laplace de potencias de
esta funcion en términos de funciones elementales usuales como ser funciones polinomiales, arco tangentes y logaritmos.

L(sinc™(t)), n>1, (1)
Parael cason = 1el resultado que sigue es bastante conocido, puede ver por ejemplo el apéndice del libro de (Zill, 2014)
L(sinc(t)) = arctan G),

Para el caso n = 2 se conoce el resultado que sigue, puede ver por ejemplo la ecuacion 3.948 del libro de
(Gradshteyn & Ryzhik, 2007)

L(sinc?(t)) = arctan G) - Zlog (52+4).

s2

Sin embargo, paran = 3 y luego de una busqueda exhaustiva de resultados generales explicitos para (1), no
se hallaron estos en términos de funciones elementales. Se puede consultar por ejemplo los libros conocidos
(Oberhettinger & Badii, 1973) y (Spiegel, 1965) donde se muestran tablas completas de transformadas de Laplace
en general.

En (AlHamad,2020) el autor encuentra un resultado para la transformada de Laplace de un producto de funciones
de la forma,

LBGD®),

donde f(t)esuna funcion en t.y G (t)es la transformada de Laplace de otra funcion g. En este articulo AlHamad

muestra varios ejemplos para transformadas explicitas de productos o cocientes de funciones como

1—cos t sin t—tcos t . . . ,
L( 2 ) 0 L( e ) , sin llegar a establecer resultados generales para cocientes de potencias mas grandes

de senos o cosenos y de t.

En (Glasser, 2021) se establece un resultado general para la transformada de Laplace de potencias del valor
absoluto de la funcion sinc

i p
smt(t) | oSt dt,

Iy
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con p entero positivo. El resultado obtenido se encuentra en términos de otras integrales que resultan calculables en
términos de funciones elementales para el caso p par y dificiles de tratar para el caso p impar.

En (Abel & Kushnirevych, 2023), los autores encuentran un resultado general para la transformada de Fourier
de potencias de la funcion sinc, mas precisamente para n = 2 enteroy ¢ real

tosin™ t E+n
eiétdr =2p ( )
fo tn 2 "0 2

L S n—k (M n—
+mkzo (-1 "(k)(f—n+2k) Yoglé —n + 2k,

donde B,,_1(x) = D 1)' _o (=D*( k) (x — k)1, En este articulo, los autores realizan una resefia historica

bastante completa sobre el calculo de integrales relacionadas a la funcion sinc e indican que tales resultados
aparecen rara vez en la literatura.

El software Mathematica 11 logra calcular transformadas de Laplace de potencias de la funcion sinc en términos
de funciones logaritmicas evaluadas en valores complejos y la constante de Euler-Mascheroni y, debiendo estas
ser atin simplificadas en términos de funciones reales elementales. Ademas, el tiempo de calculo de este software
para tales transformadas es bastante superior a los del Teorema 1 implementados en el mismo. Por ejemplo, el
resultado obtenido por este software para la transformada de Laplace de la tercera potencia de la funcion sinc y
con un tiempo de calculo de 1.984 segundos es el siguiente

% (6(52 — 1)arccot (s) + s(6log(s — i) + 6log(s + i) + (—6 —is) log(s — 3i) + i(s + 6i)
-log (s + 3i)) + 18arccot G))

Comparandolo al tiempo de célculo del resultado implementado para el Teorema 1, este ultimo practicamente
es nulo. De igual forma para potencias n mayores de la funcion sinc se obtienen resultados con tiempos de célculos
mas y mas grandes. Por ejemplo, el mencionado software arroja sus resultados con tiempos de calculo iguales a
11. 625 y 17.734 segundos para potencias n = 25 y n = 42respectivamente. Para los mismos casos los tiempos
que arrojan la implementacion de los resultados del Teorema 1 son de aproximadamente 0 y 0.0156 segundos
respectivamente.

De esta manera el resultado principal del articulo dado en el Teorema 1, podria ser incorporado para actualizar
algoritmos de calculo de las transformadas de Laplace de potencias de la funcién sinc(t) o en su defecto para
estudiar propiedades analiticas de estos de una manera mas comoda.

2. Métodos

Paran > 1entero se sabe que la funcion Gamma de n es por definicion,

I'(n) =f t"le~t dt.
0
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Haciendo el cambio de variable t = ux con x > 0 fijo se tiene,

[oe]

I'(n) = x"f ule ™%X du,
0
entonces
N - “Wdu; x>0n€N 2)
= T u"le u; x>0,n€eN.

(®)

Supongamos que queremos hallar £ (ft—n) para n = 1 entero y para cierta funcion f(t) cuya transformada

F(s)=L(f(t)) se conozca. Haciendo calculos y usando (2) obtenemos,

f (t) f (t)

= Tn )f f(t )e‘“f0 ule % du dt
— n-1 —(stu)t
T o J;) u fo f®)e dt du,

entonces

(9

o F(n)f u™” 1F(s+u)du—r( )f (y — )" 1F(y) dy. 3)

Por lo tanto, | soo (v — )" 1F(y) dy si fuese integrable obtendriamos la transformada de Laplace de %

Por ejemplo, se sabe que si f(t) = sinh?(t), entonces F(s) = para s > 2,usando (3) con n = 2se

2
s(s?2 —4)

sinh®> (®)\ __ [® (y—9)
(52) -2 s

que descomponiendo en suma de fracciones parciales resulta,

obtiene,

r (sinh2 (t)

2 s
— 2 _
2 ) = arctanh (s) + 4( 2log (s) +log (s* —4)), s> 2.

Por la discusion anterior, como primer resultado vamos a hallar L£(sin™(t)). Para esto, sea
L(s):= ][ 000 sin™ (t)e 5t dt.Observamos que I,,(s) es la transformada buscada. Hallemos una relacién recursi-

vapara [ (s). Por integracion por partes se tiene que para s > 0,

I,(s) = gf sin®~1 (t)cos (t)e 5t dt,
0
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procediendo una vez mas por integracion por partes se tiene,

(5) = 5 (1= Do (5) = 1y (5),
entonces

n—1
L =" D16, nzo

Como casos iniciales tenemos que,

1
Ih(s) = 3 Li(s) =

s2+1
Por lo tanto
n! .
L(s) = s(sZ +n2)(s? + (T:ﬂ_ 2)2) - (s2 + 22) sines par; “

(52 + nZ)(SZ + (n _ 2)2) . (SZ + 12)p Sines impar.

Noétese que en la expresion anterior n va disminuyendo de dos en dos.

3. Resultados y discusion
sin™(at)

Queremos hallar paran € N, y a > 0 la transformada de Laplace £ ( i ) El siguiente resultado

es el principal del presente articulo y respecta al calculo de esta transformada.

Teorema 1

) sin™(at) .
Paraa > 0y s > 0 se tiene que la Transformada de Laplace £{———] esigual a:
tn

Sin es par,

n/2 n/2-1

2”(n D! Z( (n/Z )<_4jarCtan(Zfa/5) Z D' (;11111)(2}61/5)2’
=0

n/2-1

risrmnos((D) +42) > o (" )(2]61/5)2’>
1=0
() @12 ) )
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Sin es impar,

(n+1)/2

_n-1 .
2arctan <( J — 1)a> Z (- 1) (n— 1) (@)21

(n 3)/2 2 - Da 20+1
+log ((s/@)? + (2 = 1)?) z -1 (21+1>< s )

Prueba. Sea J,,(s): = f° M —st dt. Observamos que J, (s) es la Transformada de Laplace L(—Sm (t‘)) La

idea es hallar primeramente esta transformada para luego usar la propiedad general £(f(at)) = Z F (;)

Tenemos por (2), recordando que I'(n) = (n — 1)!, y para s > 0,

1 * —St a3 * n— —ut
]n(s)=mfo <e sin (t)fo ule du) dt

1 oo oo 1 [o0]
— n-1 —(stwWtoinn — n-1g
(n—l)!fo <u fo e sin tdt)du (n—l)!fo u n(s +u)du,

donde la funcion / esta dada en (4).

Haciendo el cambio de variable s +u = y, se tiene

1 ® n—-1
() = =5 f O = )" ) dy.

Caso 1: Sines par.

Usando (4) se tiene,

1 * n! (y —s)"1
Jn(s) = 1,f 2 2Y(v2 212 24 92 dy
(=D yO*+n)0*+ M —2)%) - r* +2%) (5)
_n f‘” (2z —s)n 1t
ST, i@ @ D) @t DD ¢
Descomponemos el integrando en suma de fracciones parciales en esta ultima expresion,
(2Z - S)n_l _ AO n Alz + Bl AzZ + BZ n An/zz + Bn/z (6)
z(z2 +12)(22 4+ 22) -+ (22 + (n/2)2) z = z2+12 = 22 422 z%2 4+ (n/2)?
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Multiplicando (6) por z y luego haciendo z = 0 se tiene,

(=)™

°T /) ?

De la misma manera, multiplicamos (6) por (z? + j2) paratodo 1 < j < n/2, y luego haciendo z = +ji con
i el nimero imaginario puro, se obtiene el sistema
{(iAji + B (A% = j2) (22 = j3) -+ (/2)? = j) = (2ji —s)" (8)
(—jAji+ B (—ji) (A% = j*)(2% = j3) - (/2)* = j*) = (=2ji — )",

en la productoria de este sistema no se consideran los factores nulos. Podemos simplificar este producto de la
siguiente manera,

(12 =j(2% = j») - (/2)* = j?)
= (—1)’:‘1(1'2 —139)(* =22 (2= (G = DG + D* = j?) - ((n/2)* = j?)
=D+ DE-DE+2GE-2) G+ G - D)D)
2+ DME+2)(@2) - (n/2+)(n/2 =)
G+n/2'(m/2-)! (1)) 'l
j+(2)) 2j2( n )

n/2-j

= (-

Por lo tanto, el sistema (8) se convierte en

_ ] . P n—-1 n
jA-i+B-=i( 2@ =9 (o)
) ]

n!

o (122 - " (1))
—jAji + B; = —i " .

Resolviendo este sistema para A; y B se obtiene,

A; ' (i — )"+ (=2if — )Y,
n! )
(=D (5
B; = n!( i) ((2ij — s)"" 1 = (=2 — )™,

Tenemos entonces paratodo 1 <j <n/2,

21 ()

n!

217 (5.
4 = n!( /2_]) R((2ij —s)""); B =

32y =" .
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Continuando con los célculos en (5) se tiene,

n/2

n (® Ajz + B;
]”(S)zz_n +Z 242
n/2
n A; v, B , M
= o lim | Aglog (2) + Z (—log (z% + j?) + —arctan (z/]))
27 M £ \2 ] 52

- lim | log (zAO (z% + 12)41/2 ... (22 + (n/z)Z)An/Z)

2™ M—co :
/2
+ Z —arctan (z/j)
j=1 J S/Z

En esta ultima expresion vemos que G es una funcion en potencias de z. Al comparar los coeficientes de z" en
los numeradores de la descomposicion (6) tanto a izquierda como a derecha, se tiene que

AO +A1+"'+An/2 = 0,

por lo tanto el exponente principal de z en G es nulo, esto implica que limy_,,G = 1, entonces

n/2 n/2
Jn(s) = | - Aplog (s/2) + EZ Ajlog (s?/4 +j%) | + Z —arctan (2j/s)
j=1 =
n/2 n/2

B; . 1 ,
=— Z ]—_arctan (2j/s) — (Aplog (s) + EZ Ajlog (s* +4j%))
=1 J=1

Por otro lado se tiene,

n-1 n-1
-1 -1
Qij—s)"t= Z (n " )(Zij)k(—s)”_l_" = Z (" . )(Zj)k(—s)n—l—kzk,
k=0 k=
que implica
n/2-1
9{((21']' _ S)n—l) — z ( 1) ( )(2])21( S)n—l—zl
=0

n/2-1

= (-1 1! Z (-1)! ( )(2])2[ n—-1-21

=0
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y
n/2-1
S@j- 9= Y 0y )@t
2l+1
1=0
n/2-1 1
— (_1\n-2 (" ) N20+1 n—2-21
=0 Y 0y, ) @
=0
Por lo tanto, para n par,
Jn(s) =
n/2 . n ) (=2)/2
n ~arctan (2j/s) {,, o n—1 _
j=1 =0
4 log (s + 42 (,,1_;) " 1
. —j n-—
+(—1)”Z (-1’ n/27) Z (_1)l< >(2j)215n—1—21
{ n! 21
]:1 =0
n-1
-nH" 1
n/2 n/2-1
- —45"-22 (—1)fj( " )arctan 2j/s) z (—1)1("_ 1)(2]'/5)21
(n—1)!12m - n/2—j L 2l+1
J: =
n/2 n/2-1
. n . n—1 .
#sm eI Jogrey Y (") @i
£ nj/2 —j 21
]:1 =0
+( " )s”‘llog (s)
n/2
Caso 2: Si n es impar. De (4) se tiene que,
0 (y—s)"t
= dy. 10
WO =1 e G TG ¥ 1o
Descomponemos en fracciones parciales,
(y—s)" _Gy+D, Gy+Dy L Cint1)/2Y T Danyy2 (11)

(Y2 +12)(y2 +32) - (y2+n2) y2+4+12  y2+32 y2 + n?
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Multiplicando (11) por y? + (2j — 1)? paratodo 1 <j < n+1, y haciendo respectivamente y = +(2j — 1)i, se
p p p >

tiene

(2 —DGi+D(A* - 2 —DHE* = (2j - D)~ @* - (2 — D?)
= ((2j - Di—-sH)" (12)
(—(2j - DGi+DA* = (2j - DHB* - 2 - DH) - (* - (2 —1D?)
=(-2j—-Di—-s)" L
En la productoria de este sistema no se consideran los factores nulos. Podemos simplificar este producto como
en el Caso 1 para n impar, de la siguiente manera

(—1)/"12"n!

4 =2 ((rayyas)

PP-2-DHB* =@ -DH -2 -D) =
El sistema (12) se transforma en,

(1@ = Vi = )" 4 = 2) ((attae))

) 2"n! ) ( ) (13)
(D@ = Di = )" = 2) ( a1y /o i
~(2j - D¢+ D; = P @2y

(2j — 1iC; + D; =

Resolviendo este sistema para C; y D; se tiene,

— ™ ((n+11>l/2—j)

G DS (s + @2 = DY),
—1)/"1(4j -2 noo
D; = SO Z"n? ((““)/ 2")91((—5 + (2 — D)™ D).

Haciendo un analisis similar al Caso 1 y volviendo a (10) se tiene que,

(n+1)/2 (n+1)/2
D; 2j—1\y 1 ) . )
Ju(s) =n- Z - arctan ( )—— Z Cilog (s“ + (2 — 1)?) |
~ 2j—1 2 &
j= Jj=

Por otra parte,

n-1

R((=s + @ - D)) = (—s)”‘lf ("N EY
=0

n—-3

I(=s+@-DH+H = —(—S)n_lzz: =D (Zl:—ll)(
1=0

S

2j — 1>21+1
S .
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Finalmente para n impar y s > 0 se tiene,

(n+1)/2

n-1
]n(5)=% z (-1 1<(n+1)/2 ])

2]__1(11 1)/2 n—1y (2j — 1\2

2arctan( S ); (1)< )( s )

(n-3)/2 n—1y\/2j—1
+log (s? + (2j — 1)?) Z (-1 (zl + 1>( s )
=0

21+1

Aplicaciones
HSin=3a>05s>0,

sind(at)\’  3a s +a? 3n(s? —a?)
L —= ) =3§*s log +

8 s2 +9q2 16

1 3a
- §<3(52 — a?)arctan (s/a) + (s? — 9a?)arctan (?>>

2) Aplicando la propiedad de la derivada de la transformada de Laplace L(tf(t)) = — % F(s),al ejemplo
anterior se tiene para a > 0,s >0

r (sing(at)> 3ns  3a (sz + 9a?

= log(——
t2 8 & s2 +a?

= ) + % (6arctan (s/a) + 2arctan (3a/s)),

y también,

r sin®(at) 3w 3 . 1 an (3
. =3 4arc an (s/a) 4arc an (3a/s)

3) Si n es par y haciendo que s tienda a 0 se tiene que,

fom(g) dt = (1)31112)'2( (2 - )"

Si n es impar se tiene,

. n+1l  (n+1)/2
sint (-Dz2z2m

L(T) U= =1 2, (—1)f(( 1)/2 )(2]_1)“

J
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Ambos resultados son conocidos, ver por ejemplo (Fornari, Laeng & Pata, 2021) donde se encuentran resultados
mas generales.

4$HSi n=4,a>0,s>0

.4
. (sméat}) :% (s(s? — 48a?)log ((s/a)? + 16) — 4s(s? — 12a?)log ((s/a)? + 4)

+6s3log (s/a) + a(—24s? + 128a?)arctan (4a/s) (14)
+a(48s? — 64a?)arctan (2a/s)).

Comentarios

Otra manera de hallar L(sin™ (t))es pasando por la funcién exponencial. Por ejemplo para n impar se tiene

it _ g-it 4 1 n (n) ' '

sin™ (t)=( . ) = ) () ey
2i (21) i k
1 n 1 (n-1)/2
ny . '
= —1)nk it2k-n) — ___ _1)k it(n-2k) _ ,—it(n—2k)
Zni“kzo( D (k)e onin kz_o Gy, (k) (e e )
(n-1)/2

_ # Z (—1)k (:) sin ((n — 2k)1).

k=0

Usando la linealidad de la transformada de Laplace y sabiendo que L(sin (wt)) = #, se tiene para nimpar
ys>0

(n-1)/2

_1)(n-1)/2 — 2k
k=0

Podemos obtener un resultado similar para n par. Vemos que (15) nos arroja directamente la descomposicion
en fracciones parciales de L(sin" (t)), a diferencia de (4) donde el mismo se lo expresa como producto. Esta
descomposicion podria proporcionarnos una manera mas directa de calcular los coeficientes de 4;, Bj, Cj, Djen
las descomposiciones dadas en (6) y (11).

De la misma manera podemos hallar L(sinh™(t)). Por ejemplo, para n impar se tiene,

¢ (n—-1)/2

_ e t\"
sinh"(t)=(e Ze ) =2nl_1 Z (—1)k(:)sinh((n—2k)t),
k=0
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w
y recordando que L(sinh (Wt)) = ——— se tiene para n impary s > 0,
Sc“—=w

1 (n-1)/2 (n— 2k
L)) = k(™ n- 16
L(sinh™ (0)) = 7 kE_o (-1) (k)SZ—(n—zk)Z' (16)
De manera similar para n par se obtiene,

n/2-1

sinh™ (£) = zin (=12 (nr/l 2) +2 z (—=1)F (Z) cosh ((n — 2k)0) ),
k=0

recordando que L(1) = 1/s y L(cosh (wt)) = s/(s* — w?) se obtiene para n par,

n/2-1

L(sinh™ (t)) = zin ﬁ(n‘r;z) +2 Z =" (:)m '

k=0

4. Conclusiones

En el Teorema 1 se obtuvo un resultado general para la transformada de Laplace de la funcion sinc™(t) para
potencias n naturales. Estos resultados se expresan en términos de funciones usuales y de facil implementacion
para realizar calculos relacionados a esta transformada o a integrales que correspondan. De la misma forma se
facilita el andlisis analitico y tedrico sobre resultados relacionados a esta transformada.

El autor considera que, usando técnicas similares a las empleadas en el presente trabajo, se pueden obtener

expresiones generales para f (Sinm (t)) L (Si“hm (t)) y posiblemente para £ (M), param>n
tn ) tn ’ n

enteros positivos. La busqueda de expresiones generales para estas transformadas representa entonces futuros

trabajos de investigacion.

Recomendaciones

El autor considera que el resultado del Teorema 1 y sus consecuencias pueden usarse como complemento a las
tablas generales sobre el calculo de transformadas de Laplace. De igual manera el autor sugiere que el resultado
del mencionado teorema pueda ser considerado para su implementacion en los principales softwares matema-
ticos existentes, previa una comparacion futura sobre la eficiencia de calculo, puesto que como se indico en la
introduccion del presente articulo, al comparar los tiempos de ejecucion del resultado del teorema con aquellos
dados por uno de los software matematicos mas potentes de la actualidad como lo es MATHEMATICA, el
resultado principal del articulo parece ser bastante practico.
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